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Obijectifs

- Définir une intégrale impropre et sa convergence
- Intégrales impropres sur des domaines non bornés

- Le fondement théorique des tests : test de comparaison ...
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Introduction



Qu’est ce qu’un intégrale impropre ?
Lintégrale fff(x)dx aunsenssi:
m f est bornée sur [a, b]

m avec discontinuités finies
m sinon :

m elle peut avoir un sens ...
®m ou étre complétement chamboulée
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Qu’est ce qu’un intégrale impropre ?
Lintégrale f(ff(x)dx aunsenssi:
m f est bornée sur [a, b]

m avec discontinuités finies
m sinon :

m elle peut avoir un sens ...
®m ou étre complétement chamboulée

Que se passe t-il si f n’'est méme pas bornée ?
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Qu’est ce qu’un intégrale impropre ?
Lintégrale fff(x)dx aun senssi:
m f est bornée sur [a, b]

m avec discontinuités finies
m sinon :

m elle peut avoir un sens ...
®m ou étre complétement chamboulée

Que se passe t-il si f n’'est méme pas bornée ?

C’est a dire sur [a, b] il y a un point ou lim f = oo
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Qu’est ce qu’un intégrale impropre ?

Lintégrale fff(x)dx aunsenssi:
m f est bornée sur [a, b]

m avec discontinuités finies
m sinon :

m elle peut avoir un sens ...
®m ou étre complétement chamboulée

Que se passe t-il si f n’'est méme pas bornée ?

C’est a dire sur [a, b] il y a un point ou lim f = oo

Dans ce cas la, on parle d’intégrale impropre !
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Deuxieéme cas de figure ...

- f est bien bornée mais ...
- Lintervalle ]a, b[ n’est pas bornée !
- De type | — oo, b]

- ou [a, +oo|
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Deuxieéme cas de figure ...

- f est bien bornée mais ...

- Lintervalle ]a, b[ n’est pas bornée !
- De type | — o0, b

- ou [a, +oo|

Donc une intégrale impropre traite une fonction non bornée ou bien des
intervalles de bornes infinies !
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Intégrale avec point
d’explosion



cas ou lim f(x) = +oo
X—cC
On dit que f explose au point c. Cette situation ressemble a ¢a :

Ce serait un gros mensonge de dire que l'intégrale est l'aire de |4
surface en bleu!
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Car cette surface est infinie et va au-dela de 'espace sur la slide !
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Car cette surface est infinie et va au-dela de 'espace sur la slide !

C’est vrai que la surface est infinie ... mais ¢a ne veut pas dire que I'aire
est infinie non plus!
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Car cette surface est infinie et va au-dela de 'espace sur la slide !

C’est vrai que la surface est infinie ... mais ¢a ne veut pas dire que I'aire
est infinie non plus!

[l peut y avoir une "magie" mathématique si la surface infinie est assez
mince
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Car cette surface est infinie et va au-dela de 'espace sur la slide !

C’est vrai que la surface est infinie ... mais ¢a ne veut pas dire que I'aire
est infinie non plus!

[l peut y avoir une "magie" mathématique si la surface infinie est assez
mince

Si on essayait d’approcher un peut cette surface et éventuellement
tendre vers un truc fini ? Pourquoi pas donc utiliser une limite ?
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considérer un epsilon — 0

prendre un petit € > O et

Lintégrale est bien finie !
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Répéter

prendre un € > O encore plus petit

Toujours finie, et on s’approche encore de 'intégrale | f Sf()dx! X
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- Si par "magie" lim,_,o f:JrEf(x)dx =L # +oo

alors, dans ce cas , félicitations ! On dira que f:f(x)dx converge.
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- Si par "magie” lim._o [, f(x)dx = L # o0

alors, dans ce cas , félicitations ! On dira que f:f(x)dx converge.

- Sinon, si on n’arrive pas a trouver un L qui existe ou si L = 40 alors ...
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- Si par "magie” lim._o [, f(x)dx = L # o0
alors, dans ce cas , félicitations ! On dira que f:f(x)dx converge.

- Sinon, si on n’arrive pas a trouver un L qui existe ou si L = 40 alors ...

ben , toujours , félicitations car | C’f f(x)dx diverge
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- Si par "magie" lim,_,o ff+gf(x)dx =L# +o00
alors, dans ce cas , félicitations ! On dira que f;’f(x)dx converge.
- Sinon, si on n’arrive pas a trouver un L qui existe ou si L = +oo alors ...

ben , toujours , félicitations car f:f(x)dx diverge

(r) Le truc le plus important dans I'étude de l'intégrale est de

savoir si elle diverge ou converge ... si elle converge, o Eg

pas tres intéressé forcément a connaitre sa limite !
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Exemples
- Considérons fol 1/x dx et fol 1//x dx

- Ce sont bien deux intégrales impropres mais
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Exemples
- Considérons fol 1/x dx et fol 1//x dx

- Ce sont bien deux intégrales impropres mais

1
1 .
1/xdx= | 1/x dx =
fO /X e—l>rg+ / /X

€
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Exemples
- Considérons fol 1/x dx et fol 1//x dx

- Ce sont bien deux intégrales impropres mais

s 1/xdx=€in(;1+/1 1/ dx = lim [in(jx))] " = ~oo

€
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Exemples
- Considérons [, 1/x dx et [} 1/y/x dx

- Ce sont bien deux intégrales impropres mais

s 1/xdx=€in(;1+/1 1/ dx = lim [in(jx))] " = ~oo

€

v ax= tim [ 1y

€

Pr. Hamza El Mahjour Analyse Mathématique - SEG 31 octobre 2022 9/21



Exemples
- Considérons [, 1/x dx et [} 1/y/x dx

- Ce sont bien deux intégrales impropres mais

s 1/xdx=€in(')l+/1 1/ dx = lim [in(jx))] " = ~oo

€

vEac= tm [ 1vEac= im[ava]! = avT

€
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Remarque importante

(f) si f a l'unique asymptote verticale x = a sur [a, b] alors

- l'intégrale impropre fff(x)dx n’est pas influencée par le
changement de la valeur finie b (tant que f n’explose en ces
choix de b)
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Remarque importante

@ si f a l'unique asymptote verticale x = a sur [a, b] alors

- l'intégrale impropre fff(x)dx n’est pas influencée par le
changement de la valeur finie b (tant que f n’explose en ces
choix de b)

Voici pourquoi .. D'abord : [ f (x)dx = lim._,o+ [, f(x)dx .
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Remarque importante
@ si f a l'unique asymptote verticale x = a sur [a, b] alors
- l'intégrale impropre f(ff(x)dx n’est pas influencée par le

changement de la valeur finie b (tant que f n’explose en ces
choix de b)

Voici pourquoi ... D’abord : f(ff(x)dx = lim_,o+ ff+€f(x)dx .

Prenons un autre b (hommons le c), pourvu que f n’explose qu’en a sur
l'intervalle [a, c] alors on a toujours : [ f(x)dx = lim._,o+ [, . f(x)dx
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Remarque importante
@ si f a l'unique asymptote verticale x = a sur [a, b] alors
- l'intégrale impropre f(ff(x)dx n’est pas influencée par le

changement de la valeur finie b (tant que f n’explose en ces
choix de b)

Voici pourquoi .. D'abord : [ f (x)dx = lim._,o+ [, f(x)dx .

Prenons un autre b (hommons le c), pourvu que f n’explose qu’en a sur
l'intervalle [a, c] alors on a toujours : [ f(x)dx = lim._,o+ [, . f(x)dx
Par Chasles, [ (x)dx = lim,_,o+ ( JP fdx+ [g f(x)dx)
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Remarque importante
@ si f a l'unique asymptote verticale x = a sur [a, b] alors
- l'intégrale impropre f(ff(x)dx n’est pas influencée par le

changement de la valeur finie b (tant que f n’explose en ces
choix de b)

Voici pourquoi .. D'abord : [ f (x)dx = lim._,o+ [, f(x)dx .

Prenons un autre b (hommons le c), pourvu que f n’explose qu’en a sur
l'intervalle [a, c] alors on a toujours : [ f(x)dx = lim._,o+ [, . f(x)dx

Par Chasles, [ (x)dx = lim,_,o+ ( JP fdx+ [g f(x)dx) les

deux termes a droite sont finis !
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Explosion en b cette fois

On joue le méme jeu ... c-a-d

/abf(x)dx: lim /ab_ef(x)dx

e—0t

Si la limite existe "convergence" sinon "divergence".

@ Si sur un intervalle [a, b] la fonction explose en un point
c a lintérieur de [a,b] alors on traite deux probléeme

im0+ [$f(x)dx et [2_f(x)dx

®

e
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On va parler des intégrales de type
+o0o
J(x)dx

a

La discussion peut facilement s’étendre aux intégrales de type

/ :ﬂx)dx
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On va parler des intégrales de type
+o0o
J(x)dx

a

La discussion peut facilement s’étendre aux intégrales de type

/ :ﬂx)dx

Par définition

/+Oof(x)dx= lim /Nf(x)dx

a N—+o00

®

S
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On va parler des intégrales de type
+o0o
J(x)dx

a

La discussion peut facilement s’étendre aux intégrales de type

/ :ﬂx)dx

Par définition

/Cl+oof(x)dx= lim /Nf(x)dx

N—+co Jq

De méme, si la limite existe et est finie alors on dit que ¢a converge

sinon ¢a diverge.
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Exemples
On étudie [, Ldx et [;" Ldx
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Exemples
On étudie [, Ldx et [;" Ldx

+ooq . N1 . N
Ona/ —dx = lim / —dx = lim [In(x))]{ = +oc.
1 X 1 X

N—oo N—oo
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Exemples
On étudie [, Ldx et [;" Ldx

N—oo N—oo

+ooq . N1 . N
Ona/ Lax = jim / L= jim In()Y = +o0.
1 X 1 X

oo ] N1 17"
Et/ —dx = lim —dx = lim [—] = 1.
1 X N—oo J1 X N—oo
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Exemples
On étudie [, Ldx et [;" Ldx

N—oo N—oo

+ooq . N1 . N
Ona/ Lax = jim / L= jim In()Y = +o0.
1 X 1 X

+00 N 11N
Et/ ldx = |lim idx = lim [—1] =1.
1

x2 Nooo J; X2 N—o0

+o0o 1 +o0 1
On en conclut que / ;dx diverge et / Fdx converge
1 1
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Test de comparaison

Si f(x) > g(x) avec g qui explose en a et f, g sont positives.

b
Imaginez maintenant que / g(x)dx = oo.
a

\ infinite area (y=yg(z)

b
Que pensez-vous de / f(x)dx?
a
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Test de comparaison

Si f(x) > g(x) avec g qui explose en a et f, g sont positives.

b
Imaginez maintenant que / g(x)dx = oo.
a

\ infinite area (y=yg(z)

b
Que pensez-vous de / f(x)dx? Forcement, elle diverge aussi.
a
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Test de comparaison

Si f(x) > g(x) avec g qui explose en a et f, g sont positives.

b
Imaginez maintenant que / g(x)dx = oo.
a

\ infinite area (y=yg(z)

b
Que pensez-vous de / f(x)dx? Forcement, elle diverge aussi.
a

car, /abf(x)dxz /abg(x)dx: s
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Que peut on dire maintenant si on inverse les roles c’est a dire

b
/ F(x)dx = 0o et f(x) > g(x)?
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Que peut on dire maintenant si on inverse les roles c’est a dire

b
/ F(x)dx = 0o et f(x) > g(x)?

En fait, y’a rien a dire ...
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Que peut on dire maintenant si on inverse les roles c’est a dire

b
/ F(x)dx = 0o et f(x) > g(x)?

En fait, y’a rien a dire ...
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Une autre bonne nouvelle

Si on veut exploiter 'autre inégalité on a ...

b
Si f(x) < g(x) positives et / g(x)dx = L < oo (converge) alors

a

b
/ f(x)dx converge aussi.
a
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Une autre bonne nouvelle

Si on veut exploiter 'autre inégalité on a ...

b
Si f(x) < g(x) positives et / g(x)dx = L < oo (converge) alors
a
b
/ f(x)dx converge aussi.
a
Mathématiquement,
b b
/ f(x)dxg/ g(x)dx < o,
a a
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Equivalence des fonctions

Supposons que f est équivalente a g au voisinage de x — a c-a-d

Onécrit f ~% g

a _ 2 —
limye_y o0 3 1000457 = 1 et limyo s'”(") = 1 donc 3x3 —

1000x? + 5x — 7 ~* 3x3 et sin(x) ~° x.
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Test d’équivalence

Comment employer ce principe ?
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Test d’équivalence

Comment employer ce principe ?

1 ,
/ sin(vo)
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Test d’équivalence

Comment employer ce principe ?

1 ,
/ sin(yx)

Il est difficile de trouver une primitive de 1/ sin(y/x)
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Test d’équivalence

Comment employer ce principe ?

1
1
————dx ="
)y
Il est difficile de trouver une primitive de 1/ sin(y/x)

Mais, hereusement que limy_,o —1/fi/n\(/}{§) =
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Test d’équivalence

Comment employer ce principe ?

1
1
————dx ="
)y s
Il est difficile de trouver une primitive de 1/ sin(y/x)

Mais, hereusement que limy_,o —1/fi/n%§) =

Et on sait que f dx converge donc fo st f)dx converge.
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Test de Riemann
Deux cas se présentent
lercas:

o0
. 1
m Sip> 1alorspoura >0 , / de converge
a

. <1 .
m Sip<1alorspoura>0 , / de diverge
a
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Test de Riemann
Deux cas se présentent
lercas:

o0
. 1
m Sip>1alorspoura>0 , / Fdx converge
a

. <1 .
m Sip<1alorspoura>0 , / de diverge
a
2eme cas :

a
1 .
m Sip>1alorspoura>0 , / Fdx diverge
(0]

. >~ 1
m Sip<1alorspoura>0 , / de converge
a
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Convergence absolue

Finalement, on a

f;’ If (x)|dx converge — fé’f(x)dx converge
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