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Intégrales définies et généralisées

Exercice 1

1. Donner la famille de primitives de chaque fonction

a.fi(x) =cos(x+%) b.fo(x)=3x>+1 c.f3(x)= % d.fi(x) = — !
3 2 1
efS('x):_; ff6(x):x+1 gm
2. Calculer 5 _1
/ filx / v [ [ fGods
f 1
/1 f5(x)dx; /0 fo(x)dx; /0 fr(x)dx
Indication Vv Correction V¥ [01]
Exercice 2

1. Calculer les intégrales définies et indéfinies suivantes :

1 3
1./ 12edr; 2./ In(r + 1) (> +1)dt
0 0

4./_33 cos(1)dr 5./ (x® — 1) tan(x)dx

Indication Vv Correction ¥

X

3./ sin(t—g)etdt
0 6
10

6./_10 sin(t) 411 dr
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Exercice 3

Calculer les primitives suivantes :

/e sin(e 2./x 1 —x2dx
X
/ 4 / dx
vVx+1
Indication Vv Correction V¥ [03]
Exercice 4




Etudier la natures des intégrales généralisées suivantes :

| /+°° dt 5 /+°° te=Vi 0
“Jo e —1 “Joo 1412
1 1 1
3. / cos? (—) dr 4. / Intd
0 t 0
o o T dx
5. / - gy 6. / >
o ¢ e x*(Inx)3
7 /*"" dx
“Je  x03(Inx)16
Indication Vv Correction Vv [04]

Exercice 5

Soient f(x) = 3x> —x+2 et g(x) = cos(x) + 1.

1. Donner les domaines de définition de f et g

2. Montrer que f et g sont intégrables sur I’intervalle [a,0].
3. Calculer une primitive de f et une primitive de g
4

. Quel est I’aire de la surface S entre le graphe de f et le graphe de g sur 'intervalle [a,0] (comme
il est montré sur la figure ci-dessous). On considere que a = —1.46.
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Indication Vv Correction Vv [05]




Indication pour I’exercice 1 A

Pensez a une primitive directe.

Indication pour I’exercice 2 A

- Pensez a des intégrales par parties.
- N’oubliez pas la regle ALPES

Indication pour I’exercice 3 A

1. Pensez au changmt.var (u = ¢*). 2. Chngmt.var (x = 1 —x?). 3. Chngmt.var (u = 1 +x%). 4.
Chngmt.var u = /x+1.

Indication pour I’exercice 4 A

-Utilisez le principe de comparaison pour les fonctions positives.

-Comparer a une intégrale de Riemann %

-Rappeler les intégrales de Bertrand et leur cas de convergence/divergence

Indication pour ’exercice 5 A

Pensez a la différence entre f et g




Correction de ’exercice 1 A
Pour C une constante.

1
a./cos (x—i—%) dx:sin(x—i—g)—i—C;b./3x2—|—ldx:x3+x—i—C;c./7:2\/§+C;d./—e"+1:
X

3 3 2 1
_eX+1—|—C;e./—;dx:;+C. f-/x+1dX:21n|x+1|+C;g./ l_xzdxzarCSin(X)-i-C.
0
0 2
/rcos<x+§>dx:sin(x+g) :sin(g)—sin(o)zg—l.

T
2

2
/ 32+ ldx = x> +x =12.
-1

-1

5
51
-1

~1
/ _ex+ldx:_ex+1] — et
0 0

Correction de ’exercice 2 A

1.Onprend u =1t*>etV =¢ doncu' =2tetv=¢'

1 1 1
/tzetdt = [tze’] —2/ te'dt
0 0 0

1 1
= e—Z[te’] +2/ edt
0 0

1
= e—2€—|—2|:€[i|0
= e—2e+2e—2=e—2

2. Onprenduzln(t+1)evlzl2+1donC”/:ﬁetv:§+t'

0 3Jo t+1

/3ln(t—|—1)(t2—|—1) = [1n(t+1)(£+t)]3 Lpr
0 3

. .. 3
Cherchons une primitive de  — SF3. En effet,

t+1
B43t 43437 +1-32-1
r+1 t+1
P43 43r+1 37 4+3-4
N t+1 t+1
o (+1)? 3(t—1)(t+1) 4
o+ t+1 t+1
4
= (t+1)*-30r-1)——.
(1417 =3 1) = =

Donc

£+3 1 ; 3 5
/ . dt—g(t—l—l) —E(t—l) —4In(t+1)

Ce qui donne entre 0 et 3

/6t3+3z 413 3022-(-1)? 33
0

dt = _ —41n(4) = 2> — 41n(4
r+1 3 2 n(4) == —4In(4)

4



3
et [ln(H— 1)(3 /3+t)]0 = In(4)(3%/3+3) = 121n(4) donc

3 1,33 40 11
/ In(t+1)(2+1) = 12In(4) — = (22 —4In(4)) = — In(4) — — ~ 12,983
0 3°2 3 2
3. Posons u =€’ etV =sin(r — £) alors u’ = €' et v = —cos(r — %). Donc

/Oxetsin (t—%)dt: [e’cos <t—g>}2—|—/0xetcos (t—%)dt

Encore une intégrale par parties. Posons u = e’ et v/ = cos (t — £). Donc u’ = ¢’ et v =sin (1 — £).
Maintenant

fy (=g = cost-g)—ereos (v F)+ [in(i-E) [ - [[sin(r-F)as

~~ ~~

Donc

X
2/0 etsin<t—%>a’t = cos(—%)—e"cos( —%)%—e"sin(x—%)—sin(—%)
/xetsin<f_z>dt _ Zefeos(rmf)Fetsin(x=F) 143
0

2 4

4. On remarque que c’est une fonction paire (car c¢’est un produit de deux fonctions paires ou deux
fonctions impaires est toujours paire), donc

3 3
/ COS(t)l4dt:/ cos(r)t*dr

-3 0

Pour résoudre 1’exercice on prend u = t* et v/ = cos(t) ensuite u = > et v/ = sin(¢) ensuite u = > et
v/ = cos(t) ... jusqu’a ce qu’on obtienne une intégrale ou il n’y que un cos ou un sin.

6. t — sin(t) et t — t1° sont impaires donc leur somme est une fonction impaire aussi. Et puisque
10
. , . . . s, . T .
I’intégration se fait sur un intervalle symétrique donc / 1 sin(z) + D dr =0.

als

Correction de ’exercice 3 A

2
1./exsin(ex) dx = —cos(e*)+C; 2./x 1 —x2 dx:—g(l—xz)%+c
5
24/ I(x—2
3/ X dlen(x6+1)+c 4/ X dx: -x+ (-x )
1+x6 x+1 3

Correction de I’exercice 4 A

s . oo 1) 1 1) .
1. On étudie ;" e,ljdt. Ona [3f ﬁdt = /o d+1dt + ﬁdt' Et on sait que pourz > 1; ¢’ —
1 > 2. Donc a+1 < zl2 et [ —i—ootizdt converge (car la derniére est une intégrale de Riemann de type

/; 1+°° tiadt) et oo > 1. Par contre, entre 0 et 1, nous savons que lim;_; #,/[_1) = lim;_,q ett;l =1 donc

t— ﬁ est équivalent a % au voisinage de 0. Or, fol %dt diverge (comme intégrale de Riemann avec
une puissance o = 1).



z . o0 7\/ . — .
2. On étudie f0+ tf H; dt.Ona . llT BeVi=0et limy oo -5 iﬂ = 0 donc pour un € > 0 suffisamment
— 400

petit (€ < 1) il existe A > 0 tel que Vr > A,t3e’\/i < € et il existe A’ > 0 tel que # < €. Soit

— — 3,1
A =max(A,A’). Donc, pour toutt > A, 43 < &2 < g < 1donc

=4

1 T (Vact h A
1442 5z < gz pourt? >A.C’esta d1rfe

oo 5 L. . . —vi
que f/{r tlzdt converge (car c’est une intégrale de Riemann avec @ =2 > 1). Et la fonction ¢ tle v

est continue sur le fermé borné [0,A] donc elle est intégrale (d’intégrale finie) sur [0,A]. En utilisant

o0 A oo
la propriété de Chasles : / = / + / donc convergente.
0 0 A

conv. conv.

3. On sait que cos?(x) < |cos(x)[> < 1 pour tout 7 € R. Donc [, cos?(1/t)dt < [y 1dt = 1. Par le
principe de comparaison des intégrales positives, on conclut que fol cos?(1/t)dt est convergente.

4. (Mn(t)dt = lim [rIn(r)—t]. = —1— lim xIn(x x = —1 < oo donc convergente.

Ji o)t = lim_[rin(r) 1] lim alnx)+ x :
—0 —0

5. (déja répondu dans le cours) 6. 7. Intégrales de Bertrand Dicsutez suivant @, 3 et les bornes de

I’intégrale

1
X

Correction de ’exercice 5 A
1. RetR

2. Fonction polynomiale continue sur un fermé borné. Somme d’une fonction cos et une constante
toutes les deux continues sur un fermé borné donc intégrables.
4. C’est la différence de 1’aire au-dessous de f et I’aire au-dessous de g. Donc

0 0
S:/ f(x)dx—/ g(x)dx=3,13—-2,45=0,68
a a
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