TD1 - CORRIGE (source :exo7.emath.fr) [Consulter la source pour plus
d’exercices]

Exercice 1

Done I'étude de la limite de f en 0 est la méme que celle de la fonction @ v 2™,

Distinguons plusieurs cas pour la limite de f en 0.
e Sim > noalors 2™ ™, et done f(x), tendent vers 0.

e Simn=mnalors 2™ ™ et f(x) tendent vers 1.

1 |
gn—m — k

limites & droite et & gauche de ;15 sont +oo. Pour & impair la limite & droite vaut +oo et la limite
a gauche vaut —oo. Conclusion pour & = n —m > 0 pair, la limite de f en 0 vaut +oo et pour
k=mn—m = 0impair [ #'a pas de lmite en 0 car les limites & droite et & gauche ne sont pas
teales.

e Sim < nalors 2" = avec k = n —m un exposant positif. Si k est pair alors les

Correction 4. Généralement pour caleuler des limites faisant intervenir des sommes de racines carrées,
il est utile de faire intervenir “'expression conjuguée”:
(vVa—vb)(ya+vb)  a—b

Vva+vb Va+ b

va—vb

Les racines au numérateur ont “disparn” en utilisant Uidentité (z — y)(z +y) = 22 — %

Appliguons ceci sur un exemple :

V1+x™ — 1 —z™
gm
_ (Vll - ‘\v"ll _ :r:m}(\,'"] 4o Vf] _ m’”)
- ﬂ:n(vr‘] oo ,v.f] _ m’”)
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a1+ 2™ 4 /1 - 2™)
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Exercice 2 :

7. Nous avons U'égalité a® — 1 = (@ — 1)(1 + a + ). Pour a = /1 + 22 cela donne :
a—1  a*—1 14z -1 1
x? 2 (1+a+a?) z2(14+a+a?) 1+a+a?
Lors que & — 0, alors @ — 1 et 1a limite cherchée est %
Autre méthode @ si Uon sait que la limite d'un taux d’aceroissement correspond & la dérivée no
avons une méthode moins astucieuse. Rappel (ou anticipation sur un prochain chapitre} @ po
une fonetion f dérivable en a alors
fla) — fla)
lim ————— — ).
Jim ——"— ['{a)
; i 2
Pour la fonction f(z) = §1+x = (1 +x)3 ayant f'(x) = .15(1 + )75 cela donne en @ = 0 -
V4Rt YTa—1 . [@)-f(0) 1
lim ————— = lim = lim = f{0) = =.
D) T x—+ T 0 x—10 3
8. ”::__11 =14z+a>+ -+ 2™ Doncsiz — 1la limite de “f:__ll est . Done la limite de ;‘__11
21~ l
1est o
La méthode avec le tanx d'accroissement fonctionne anssi trés bien ici. Soit f(z) = 2™, f'(z)
-1 _ . cxmol A g e BT
nz" et a=1. Alors £ = H—H—l tend vers f'(1) = n.
2
Correction 11. 1. %EI =r4 2%'. Si x = 0 cette expression vaut & + 2 done la limite 4 droite
en o = 0 est +2. 51 x < 0 Pexpression vaut —2 donc la limite 4 gauche en x = 0 est —2. Les
limites & droite et & gauche sont différentes done il n'y a pas de limite en z = 0.
2y«
2. x—t_‘?'lﬂ =r+ 2%[ =7 — 2 pour x < 0. Donc la limite gquand 7 = —oo est —oo.
3. If_za_riz = Ej:g%{iff; = ;—"'—_% lorsque & — 2 cette expression tend vers 4.
4 otz _ locos’y _ (Lcosp)(lbeoss) _ g oocp Lopsque z — 7 la limite est done 2
© THeosx — Idcosz T+cos - . sque ‘ S s
r VTFE—Vide® _ yTra—Vida® | yTEaeyTda? _ e (4e?) 5 — 1z
o x Ed itz iltze oy Tz 14x®) I(-\p"l-l-ﬂ:+;?l-|-:|:!:l Vitziylize
Lorsgue & — 0 la limite vant %
3 B 7 PRI AN S VIFhhyE—3  z+b(z—38) 8 )
6. Va+5—ve=3 = (Ve+5-Va=3) x Vs~ Tomves - Ve Lomaue

x — 400, la limite vant (.

Exercice 3:
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3. Le graphe devrait vous aider : tout d’abord il vous aide 4 se convaincre que f est bien bijective
et que la formule pour la bijection réciprogue dépend d'infervalles. Petit rappel : le graphe de la
bijection réciproque f~! s'obtient comme symétrique du graphe de f par rapport a la bissectrice
d’équation (y = &) (dans un repére orthonormal).

Iei on se contente de donner directement la formule de f~!. Pour z €] — oo, 1], f(z) = =
Done la bijection réciproque est définie par f1(y) = y pour tout y €] — oo, 1[. Pour z € [1,4],
[(z) = 2% L’image de lintervalle [1,4] est Iintervalle [1,16]. Donc pour chaque y € [1,16], la
bijection réciproque est définie par f1(y) = V¥ Enfin pour x €]4, +oo[, f(z) = 8y/x. L'image
de lintervalle 4, +oo[ est donc |16, +oo| et f=! est définie par f~1(y) = éyQ pour chaque
y €]16, +o0].

Nous avons définie 71 : R — R de telle sorte que f~! soit la bijection réciprogue de f.

C’est un bon exercice de montrer que f est bijective sans calculer f 1. vous pouvez par exemple
montrer que [ est injective et surjective. Un autre argument est d'utiliser un résultat du cours
. f est continue, strictement croissante avec une limite —oo en—oo et +o00 en +oo donce elle est
bijective de R dans R (et on sait méme que la bijection réciproque est continue).

Correction 66. 1. Le graphe est composé d’'une portion de droite au dessus des z €] — oo, 1] ; d'une
portion de parabole pour les x € [1,4], d'une portion d'une autre parabole pour les z €4, +co.
(Cette derniére branche est bien une parabole, mais elle n'est pas dans le sens “habituel”, en effet
si y = 8y/z alors y? = 64z et c'est bien I'équation d'une parabole.)

On “voit™ immédiatemment sur le graphe que la fonction est continue (les portions se recollent !).
On “voit” aussi que la fonction est bijective.

2. La fonction est continue sur | — oo, 1[, ]1,4[ et |4, +oo[ car sur chacun des ces intervalles elle y
est définie par une fonction continue. Il faut examiner ce qui se passe en x = 1 et £ = 4. Pour
z < 1, f(zx) = z, done la limite & gauche (c’est-a-dire  — 1 avec x < 1) est done +1. Pour
z =1, f(z) = 22 donc la limite a droite vaut aussi +1. Comme on a f(1) = +1 alors les limites
a gauche, a droite et la valeur en 1 coincident done f est continue en o = 1.

Méme travail en = = 4. Pour = € [1,4], f(z) = 2 donc la limite a gauche en z = 4 est +16. On
a aussi f(4) = +16. Enfin pour z > 4, f(z) = 8y/z, donc la limite & droite en x = 4 est aussi
+16. Ainsi f est continue en o = 4.

Conclusion : f est continue en tout point € R donc f est continue sur R.



Exercice 4 :

1 1 1
Correction 1. 1. In(cosz) = —ixz - E;rf‘ — E:ﬂﬁ +o (mﬁ)

- Ll 25 1T
L anr =r —. I
3 15 315

3. sin(tanz) = = + 13;3 1 5 9

6 107 T 1008

' +o ('r?)

:.':? T+ 0 (:1"7}

. 11
4. (In(1 +))* = 2 — > 4 E:{:J1 ; 0(:::4],

1
. exp(sinz) = 1+z + Emz +o0(z?).

[y §

6. sinfz = 2%+ 0 (mﬁ).

Exercice 5 :



Maintenant pour le dl de la forme In(a +v) en v = 0 on se raméne an dl de In(1 + ») ainsi -
o o v 1v? 14 .
1 =n(a(l+-))=Ilna+In(l+-)=1 - =t a
n(a +v) (af +a}} a+ In( +aj na+ - 203+3ﬂj+o[vj

i o g — ; . O
Oun applique ceci a h(z) = In(sinz) en posant toujours u =x — § :

hiz) = In(sinz) = ( ‘lu - %ug llzu + o(u 3})

V3 1 3 1
z)+ ( (EH_Tuz_ﬁu + o(u 3]))

on effectue le dl du In et on regroupe les termes

2
( )+v—l,_ —3‘!4—?& + o(u®)
Mg g
( @333V - 3 ol 3

On trouve done

In(sinz) = In (%ﬁ) + x%(f — T—;) — ;(_;- — %]9 qv{_(f — _]'5 +of(x— i:ﬁj

Bien sir une antre méthode consiste & calculer h(1), A'(1), A¥(1) et A™(1).

3. Posons uw =z — 3 (et done z = § +u). Alors

3 1
sin(x) = sin[% +u)= sin(%}cm[t:) + sin(u) cw(g} = % cosu + Esin u

On connait les dl de sinw et cosw autour de w = 0 (car on cherche un dl autour de £ = §) done

- ﬂ(l — g +a(u=*}) + %(u— u* +ou 1)



2. La premiére méthode consiste & caleuler ¢'(z) = 21? exp/x, g"(x), ¢ (x) puis g(1), ¢'(1), ¢"(1),

g™ (1) pour pouvoir appliquer la formule de Taylor conduisant 4 :
exp(vz) = e+ %(.{: -1+ %(.{: — 13 4 o((x — 1))
(avec e = exp(1)).

Autre méthode. Commencer par caleuler le dl de k(z) = expx en & = 1 ce qui est trés facile car
pour tout n, k(" (z) = expz et done kM (1) =e :

£ 2, € 3 3
exp:.':—e+e(:r—1)+ﬂ(a:—l) +ﬁ(m—1) +o((xz —1)).
Pour obtenir le dl g(z) = h(y/T) en z = 1 on écrit d'abord :
ep(vaE) = e+e(vE—1) + 5(Va -1 + (v — 1 +o(vVZ ~ 1)?).

1l reste alors & substituer /& par son dl obtenu dans la premiére question.

Indications 7. Pour la premiére question vous pouvez appliquer la formule de Taylor ou bien poser
h =x — 1 et considérer un dl an voisinage de h = 0.

Correction 7. 1. Premiére méthode. On applique la formule de Taylor (autour du point z = 1)
" l . T J. . )
1@) = 1)+ £ -1+ L0 @ 17+ LW 1y oz -1y

Comme f(z) =z = % alors f(z) = %:r:_% et done f/(1) = 4. Ensuite on calcule f(z) (puis
f7(1)), f"(x) (et enfin f7(1)).
On trouve le dl de f(z) = /T au voisinage de . =1 :

1 1

1 : : :
VE=14 (@ —1) - gle =17+ (@~ 1" +o(( - 1)")

Deuxiéme méthode. Posons h = 2 — 1 (et donc & = h + 1). On applique la formule du dl de
V1+ h antour de h = 0.

flx)=+/z=+V1+h

1 1. . 1. -
=14 Qh - ghz + Ehé +o(h®)  cest la formule du dl de v1+h
1

— 145 1)~ 5@ =1+ @~ 1 +ol@—1)°)



Source : bibmath.net (consulter la source pour plus d’exercices)
Exercice 6 :

1. On reconnait que f(z) = 5 x % avec u(z) = 1+ z% > 0. Les primitives de f sont

donc les fonctions de la forme @ 111{1 +z3)+C.CeR

2. On reconnait que g(z) = w|;: ; avec u(z) =1+ €3 > 0. Les primitives de g sont

donc les fonctions de la forme T 3111{1 +e¥)+C. CeR

3. On reconnait que h(z) = u'(z) x u(z), avec u(z) = Inz. Les primitives de h sont donc
les fonctions de la forme & — %(1113)2 + C. C € R. Remarquons que de telles fonctions ne
sont définies que sur |0, +oo].

4. On reconnait que k(z) = u'(z)(u(zx))?, avec u(z) = sinz. Les primitives de k sont donc
les fonctions  + %(s'mzf +C.CeR

1
5. En écrivant [(z) = - . on reconnait que [(z) = E : avec u(x) = In(z). Les primitives

de cette fonction, sur l'intervalle |1, 400/, sont les fonctions de la forme z + In(lnz) + C,

CeR
6. On reconnait que m(z) = —u {z},f‘u{z avec u(z) =1+ z’. Les primitives de m sont

donc les fonctions de la forme z— (1+22)32+C, G' e R

Exercice 7 :



2. On intégre par parties en posant :

u(z) = sin(z) u'(z) = cos(z)

v(z) = €F v(z) = €~

On obtient
f e® sin(z)dz = [sin(l:r}e’];—f e* cos(z)dz = —f cos(z)dz.
0 0 0

On intégre & nouveau par parties en posant :

uy(x) = cos(z) uwi(z) = —sin(x)
vi(z) = €° vi(z) = €.
On obtient
f:e’“ sin(z)dz = —[cos(z)e]] —I—j;re”{— sin(z))dz
1 fu " ¢ (sin(z))dz.
On en déduit
Ef:e”sin{z]dz=e“+1 —s [fm@}: ah2

1. On intégre par parties en posant:

u(z) = In(z) W(z) = 2

b 4

J() = 1 v(z) = In(z).

I

On obtient

[12 mia:) dz — [(In(2))?]” - f ]nf) s
F(mzﬁ-f In(z) 4.

M

On pourrait croire que cela ne sert a rien puisgu'on retombe sur la méme intégrale, mais
tout fonctionne bien car cette égalité devient

2 [ 1) e (n(2)? f 1) b Ling)).

i 1z 2




On intégre une deuxiéme fois par parties en posant

uy(z) = cos(Inzx) w(z) = —<sin(lnz)

I

@) = 1 o) = =
x s e
f i el = v o f Sl
En mettant tout cela ensemble, on trouve
f sin(in £)dz — zsin(lnz) — z cos(Inz) — f sin(ln )
50it

f sin(ln z)dz = %(sin(]n z) — cos(Inz)).



de sorte que

'/mufﬁ::dmmﬁ—2]ﬂnﬂ.

Une primitive de £ — Inz étant £ — xInz — = (résultat qui se retrouve en intégrant par
parties), on trouve finalement qu'une primitive de x — (]Jl :r)2 est

z 5 z(lnz)? — 2zlnz + 2z.

3. On va intégrer par parties deux fois. On travaille sur l'intervalle ]0, +00[, la ot la fonction
est bien définie et continue. On pose alors :

u(z) = sin(lnz) u(z) = Lcos(Inz)
v(z) = 1 v(z) = =

de sorte que

fsin(]na:)d::: = zsin(lnz) — fcos(ln x).

1. La fonction x — arctan z étant continue sur R, elle admet une primitive sur cet
intervalle. On intégre par parties en posant :

1
41

vV(z) = 1 v(iz) = =

u(z) = arctanz u'(z)

de sorte que

fa.rctantdt = xarctanz —/ ¢ dt.
t2+1

La primitive que I'on doit encore rechercher est de la forme g’/g, et donc
1 2
arctantdt = z arctanz — E]_u{a: +1).

2. La fonction z + (In z)? étant continue sur |0, +00/, elle admet des primitives sur cet
intervalle. On se restreint a cet intervalle et on intégre par parties en posant :

u(z) = (Inz)? u(z) = 2%
() = 1 v(z) = =

Exercice 8 :



+CCIII:E

Autrement dit, e % = o(1/z?). Ainsi, puisque f ; converge, il en est de meme de

2
f;m e T dz.
3. La encore, on va majorer, et on va méme prouver que l'intégrale est absolument
convergente. Pour cela, on remarque que, pour £ > 0, |ze “sinz| < ze *. D'autre part,
puisque z%¢* — 0 lorsque z — +00, on en déduit que ze *sin(z) = o(1/z?). Ainsi, l'intégrale
est absolument convergente.
4. La fonction ¢ — In(t)e " est continue sur ]0,+oo[. En 0, elle est équivalente a Int, fonction
= o 5 c 5 = . 1 _
négative au voisinage de 0 et intégrable. Par comparaison, __l; Inte dt converge. Au
voisinage de l'infini, on remarque, par croissance comparée des fonctions logarithmes,
puissance et exponentielle, que t?Inte* tend vers 0 lorsque ¢ vers +oc. Ainsi,

Inte* =, o(1/t%). Par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente,
f+°° Intetdt converge. Ainsi, on a prouvé la convergence de fu+°°]nte—‘dt

5. En 1, la fonction est équivalente a —, fonction de signe constant dont l'intégrale est

divergente (en 1). Ainsi, Imtegralej; . )Vrdt. diverge.

. La fonction z — Inz est continue sur ]0,1], le probléme de convergence est en 0. Pour le

traiter, on peut :
= remarquer qu'on connait une primitive de In, a savoirz — zlnz — z. On a donc

1
f Inzdz = [glnz — 2]}y = —XIn X + X — 1
X

qui tend vers —1 si X tend vers 0.
= comparer : On sait que /zInz — 0 quand = — 0. Ceci signifie que Inz = o(1/4/x) en 0.

Puisque fc- dz converge, on en déduit par critére de comparaison que fu In zdx

converge.
2. Ici, on ne connait pas de primitive de e " qui s'exprime facilement a l'aide des fonctions
usuelles (en fait, c'est méme impossible). On doit donc comparer. Commencons par
remarquer que ¢ — et est continue sur [0, +oo|. Le probléme de convergence de l'intégrale
ne se pose donc qu'au voisinage de +oo. Mais il est facile de voir que

12

2 ) _
lim z?¢® = lim ue ®=0.
T—3++00 u—++oo



