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Eléments de la théorie de la
mesure



Tribus (oc—algebre)
Soit E un ensemble quelconque. Soit F un famille de parties de E. Une
tribu est une famille de parties de E vérifiant

mEcF,

mAcF = ACc F,

B (Ap)neny € F = UpenAn € F.

m Fo = {0, E} est une tribu (dite triviale)

m P(E) est aussi un tribu (mais pas utilisée en pratique) sauf pour
des ensembles dénombrables

Le couple (E, F) est appelée "espace mesurable".
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On peut en déduire les choses suivantes a partir des trois hypothéses

(iy 0 e F,

(i) Nnen € F»
(i) Stable par intersections/unions finies.
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On peut en déduire les choses suivantes a partir des trois hypothéses
(i) 0 e F,

(i) Nnen € F»
(i) Stable par intersections/unions finies.

Voici une notion importante :
Soit A€ P(E),ona

o(A) = ﬂ{Toutes les tribus contenant A}
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On peut en déduire les choses suivantes a partir des trois hypothéses

(iy 0 e F,

(i) Nnen € F»
(i) Stable par intersections/unions finies.

Voici une notion importante :
Soit A€ P(E),ona

o(A) = ﬂ{Toutes les tribus contenant A}

Souvent, on parle de tribus engendrées par un ensemble
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Tribu borélienne

En topologie, on connait la famille des ouverts d’'un espace topologique.

La plus petite tribu contenant tous les ouverts d’'un espace topologique
s’appelle une tribu borélienne.

La topologie de R est engendrée par les intervalles [a, b], |a, b|,
[a, +oo] ...

Définition

Supposons que E est un espace topologique et O la classe des ouverts
de E. La tribu o(O) est appelée tribu borélienne et notée B(E). On

appelle les éléments de B(E) les boréliens.
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Tribu produit

(E1,1), (E2,9) espaces mesurables.
La tribu produit sur E; x E, définie par

Al @ Ag = 0(A) X Ag; Ay € A1, Ag € Ag).

Ona
B(R?) = B(R) ® B(R).

(exercice)
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Mesures positives

On définit sur 'ensemble mesurable (E, A) I'application
u: A — [0, +oo] Vérifiant

(i) u® =0

(i) Pour toute famille (A,) dans A avec A;(1Aj=0ona

u( U An) = u(An).

neN neN

La propriété (ii) est appelée o—additivité.
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Mesures positives

On définit sur 'ensemble mesurable (E, .A) I'application
u: A — [0, +o0] vérifiant

() @) =0
(i) Pour toute famille (A,) dans A avec A;(1Aj=0ona

u( U An) = u(An).

neN neN

La propriété (ii) est appelée o—additivité.

Est-ce qu’on peut déduire que la c—additivité est valable pour des

familles finies ?
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On énonce quelques conventions de calculs dans [0, o] avec a € R*
B a+ oo =o0, o0+ a = o0.
maxoo=o00(a>0), 0xoo=0.
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On énonce quelques conventions de calculs dans [0, o] avec a € R*
B a+ oo =o0, o0+ a = o0.
maxoo=o00(a>0), 0xoo=0.

Pour quelles raisons insérer I'oo ?
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On énonce quelques conventions de calculs dans [0, o] avec a € R*
B a—+oo=o0, o0+ a = 00.
maxoo=o00(a>0), 0xoo=0.

Pour quelles raisons insérer I'oo ?

Parmi les choses qu’on gagne le fait que toute suite croissante de [0, o]
va étre toujours convergente. On peut méme prolonger les propriétés
habituelles d’addition et de multiplication des limites de suites ...
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Démontrons les propriétés suivantes :
Pour A, B quelconques dans A,
M(A) + u(B) = u(AUB) + u(AN B)

Pour A,, € A famille croissante

u(lJ An) = lim u(An)

n—oo
neN
Pour A, € A famille décroissante et u(Ag) < oo.

p([) An) = lim u(An)

n—oo
neN

Pour A, € A famille quelconque

IJ(U An) < ZAn

neN neN



- Mesure de comptage : E = N, A = P(N) alors y(A) = card(A).
(prop 4 cdt)
- Dirac : (E, .A) quelconque avec x € E,

1l si xeA
SX(A)_{O si x¢A

- Lexemple des exemples : Lebesgue! E = R, A = B(R), notée
généralement A, la mesure de Lebesgue est 'unique mesure telle que

AQa, b)) = b — a.
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Noms ...

- u(E) — la masse totale.
-x € E,u({x}) > 0 — atome de E.
- Une mesure est diffuse — pas d’atomes.

m u est finie si u(E) < co.

m u est de probabilité si u(E) = 1.

m u est dite o—finie s'il existe une suite croissante de parties
mesurables E;, telles que E = U E, et u(En) < oo pour tout n.
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Fonctions mesurables

Soit f une application de (E, A) vers (F, B).
f est mesurable si
VBeB, f1(B)eA

Toute application constante est mesurable !

- f,g mesurables — g o f mesurable.
-SiC c B=0o(C). Il suffit que f~1(B) € A pour B € C.

- Sur (F, B) = (R, B(R)) il suffit de montrer que les f~!(]a, b[) sont .
mesurables. :
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Entre deux espaces topologiques avec des tribus boréliennes, une
application continue est aussi une application mesurable.

Corollaire

Soientf,g: (E,A) — (R, B(R)) mesurables. Alors les fonctions f + g,
fg,inf(f,g), fTsup(f,0), f~ = sup(—f,0) sont mesurables.

On rappelle

limsupa, = lim | (sup ay)
n—oo an

liminfan = lim 1 ( inf a)
0o >n

Alors, "lim sup" et "liminf" sont respectivement la plus grande et la plus

petite valeur d’adhérence d’une suite.

e
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Mesure Image

Soit f : (E, A) — (F, B) une application mesurable et soit u une
mesure positive sur (E, A). La mesure image de u par f, notée f(u) est
la mesure positive (F, B) définie par

FW)(B) = u(f~(B)

Montrer que f, est bien une mesure.

Remarque

u est o—finie =+ ur est o—finie
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Soit (E,.A) un espace mesurable muni d’'une mesure positive u. Une
fonction mesurable f : E — R est étagée si elle s’écrit

flx) = znzori]lAi(x), x€eE,
i=1

ouneNeta; <ag...<ap,etpourtouti=1...n,
A =f1{a}) € A.

Soit f étagée a valeurs positives. Lintégrale de f par rapport a u est

[ sau- /E fau =3 awu(Ay) € [0, 5],
i=1

Cas particulier : Si f = 14 avec A € A, alors [ 1adu = u(A).
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Lintégrale ainsi définie bien sir respecte les propriétés de linéarité et
d’'inégalité.

Eventuellement, elle peut valoir I'cc.

Soit f : E — [0, oo] une fonction mesurable. On pose

/fdy = Sup {/gdy :g<f, gétagee positive}

Dans ce qui suit on discutera un peu les théorémes de convergence des
intégrales !
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Théoreme (Beppo-Lévi)

Soit fn : (E,F,u) — [0,4+00] une suite croissante de fonctions
mesurables positives minorant f, et soit f = lim_f,, la limite ponctuelle

des f,. Alors
/ Jdu = nﬂ)rpoo / Jndu.

limite ponctuelle — x fixé, limp_ o0 frn(x) = f(x).

Démonstration.

- [ fdu > lim [ f, (évident)

-Bn = {x € E,ag(x) < fa(x)}, (0 < a < 1) ... pour obtenir le
deuxiéme sens d’inégalité. [ |
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Théoréme

Soit (fn)n>1 Une suite quelconque de fonctions mesurables positives.

Alors [ 3 o1 Jndu =3 [ fadu.

Preuve : il suffit d’appliquer le théoréme de Beppo-Lévi pour la suite des
somme partielles (3", fa)n>1 Qui est une suite croissante.

Théoreme (Approximation d’une fonction mesurable)

Soit f : E — [0, +o00[ une fonction mesurable. Il existe une suite
croissante de fonctions étagées positives qui converge vers f.

Terminologie : On dit que qu’une propriété est vraie u presque partout
(u.p-p) si sa négation est fausse sur un ensemble de mesure nulle. Par
exemple f = gp.p si

p{x e E, f(x) #9g(x)}) = 0.
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Propriétés
Soit f une fonction mesurable positive
() [fdu < oo = f < oop.p.

(i) ffdu=0 < f=0p.p.

Démonstration.

(i) Prouver I'inégalité de Markov : u({f(x) > a}) < 1 [ fdu
Apn={x€E,f(x)>n}. (An) }. et >1An = {x € E: f(x) = o0}.
Utiliser I'inégalité de Markov sur les A,, pour conclure

(i) Poser B, = {f(x) > +}. Utiliser (i).

(Br) 1T donc u(lJBn) = limu(By) = 0. |
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Théoreme (Lemme de Fatou)

Soit (fn) une suite de fonctions mesurables positives. Alors

/Imlggffndy < "r[lL’lf/fnd“'

Théoreme (Convergence dominée)

Soit (fn) une suite de fonctions mesurables vérifiant
(i) Convergence p.p : u(limp_,o0 fr existe ) = 1.
(i) Domination : |fn| < g avec [ gdu < +oo

Alors, liMp_so0 frndu = [ limp_e0 frdy.
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Intégrale a une mesure image/ a densité

On connait déja ce qu’on appelle une mesure image de u par ¢
(up = po @1 ) Ondit que f est ug-intégrable ssi f est u o @ intégrable

/fdu<p=/foquu

Théoreme (Radon-Nikodym)

Soit (E,F,u) un espace mesuré et f : E — [0,+o00] mesurable.
Lapplicationv : F — [0, +oc] définie par

v(A) = /A Jdu = / Jéadu.

est aussi une mesure sur (E, F), appelé la mesure de densité f par
rapport a u. De plus, ¢ : E — R estv-intégrable ssi ¢f est u-intégrable.

/ pdv = / @fdu

On peut écrire "symboliqguement" dv = fduou dv/du = f.



Probabilites



Soit (©2, F,P) un espace probabilisé
Q) —> Eventualités possibles,

F — Evénements (parties de ),
P — Mesure de probabilité.

- Jet d’'une piéce de monnaie non truquée

P(Face) = P(Pile) = 50% = %

- Lotterie tirage de six nombres (sans ordre). Chaque nombre varie
entre 1 et 30. Nombre de tirages possibles : CS, = o0 = 593775
1

P(Ticket Gagnant) = - = 1.6841 x 10-6.



Probabilité conditionnelle et
indépendance

Une utilisation majeure de la probabilité dans l'inférence statistique est
la mise a jour des probabilités lorsque certains événements sont
observés. La probabilité mise a jour de 'événement A apres avoir
appris que I'événement B s’est produit est la probabilité conditionnelle
de A sachant B.

P(A|B) — %, siP(B) > O.
B
A
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Une personne choisit un ticket de loterie contenant les nombres suivants
12-14-27-30-11-07

[l allume sa télévision pour suivre les résultats et voit que le nombre 11
a bien été choisi! Soudain, une panne électrique survient ...
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Une personne choisit un ticket de loterie contenant les nombres suivants
12-14-27-30-11-07

[l allume sa télévision pour suivre les résultats et voit que le nombre 11
a bien été choisi! Soudain, une panne électrique survient ...

Quelle est maintenant la probabilité qu’il soit gagnant ?
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Une personne choisit un ticket de loterie contenant les nombres suivants
12-14-27-30-11-07

[l allume sa télévision pour suivre les résultats et voit que le nombre 11
a bien été choisi! Soudain, une panne électrique survient ...

Quelle est maintenant la probabilité qu’il soit gagnant ? Appelons
B = {un des nombres tirés est 15} et

A = {les nombres tirés sont 12 — 14 —27 —-30—-11 — 07}. On
remarque que A C Bdonc P(ANnB) =P(A). Enona

P(B)—C6 =0,2.
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Une personne choisit un ticket de loterie contenant les nombres suivants
12-14-27-30-11-07

[l allume sa télévision pour suivre les résultats et voit que le nombre 11
a bien été choisi! Soudain, une panne électrique survient ...

Quelle est maintenant la probabilité qu’il soit gagnant ? Appelons
B = {un des nombres tirés est 15} et

A = {les nombres tirés sont 12 — 14 —27 —-30—-11 — 07}. On
remarque que A C Bdonc P(ANnB) =P(A). Enona

P(B) = C6 =0,2.

P(AN B)

PAIB) = 55
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Définition (Indépendance de deux événements)

On dit que deux événement sont indépendants si
P(ANB) =P(A) - P(B).
Autrement dit si P(A|B) = P(A).

- Si on jette un dé, la probabilité d’obtenir un 5 sachant que dans le jet
précédent on a eu 3 est tout simplement 1/6.
- Si on tire avec remise des boules numérotées de 1 a n d’une urne.

La porbabilité d’obtenir ik sachant que j'ai tirée [ est %

e

Pr. Hamza El Mahjour Calcul Stochastique - MMA 11 mars 2022 24/54



Définition (Variable Aléatoire {v.a})

Une variable aléatoire est une application X :  — E mesurable ou
) est issu d’'un espace probabilisé (2, F,P) et (E, A) est un espace
mesurable.
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Définition (Loi d’'une v.a)

La loi de la variable aléatoire X est la mesure-image de P par X. C’est
donc la mesure de probabilité sur (E, .A) notée Px, définie par

Py(B) = P (X‘l(B)> , VBe A
En pratique,

Px(B)=P(X e B)={w e, X(w)e B}.

Exemple
Lancement de deux dés équilibrés et calcul de la somme des dés.
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Types de v.a
m Discréte : X : O — E et E dénombrable avec A = P(E). Loi de X

Px =) P(X = x)bx.

xeE

m Adensité : X : O — R% et A = B(RY). Si Px est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue A. Dans ce cas,
grace a Radon-Nikodym, il existe p : R — R+ borélienne telle
que

Px(B) = [ plx)dx.
B
la fonction p s’appelle la densité de (la loi de) X. En dimension 1

b

P(agxgb)zfa p(x)dx
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E mixte :
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Lois de probabilité discretes

m Loi uniforme : Si E est un ensemble fini, card(E) = n,

P{X=x})=—, VxeE.

M 3=

m Loi de Bernoulli : de parameétre p

P{X=1})=p, P{(X=0})=1-p

(piece de monnaie truquée qui tombe sur pile)
m Loi binémiale B(n,p). X € {1,...,n} telle que

0,1], X € {0, 1}.

P({X =k})=Ck p*(1 —p" X

(nombre de piles obtenus en n lancers avec une piéce truquée)
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m Loi géométrique de paramétre p €]0,1[. X € {0,1,2,...}.
P({X =k}) = (1 - p)p*
(nombre de piles obtenus avant le premier face)
m Loi de Poisson : de paramétre A > 0. X € {0,1,2,...}.
)\k
P{X = k}) = ﬁe_A, Vi € N.

(Intuition : nombre d’événements rares produits durant une longue
période)
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Lois continues
Soit une v.a X : 2 — R a densité p(x)
m Loi uniforme : sur [a, b)

1
p(x) = h—a Liq,p) (%)

m Loi exponentielle : de paramétre A > O
p(x) = Ae Mg (x).

m Loi gaussienne (normale) : N'(m,oc2) avec m € R et o > 0.

px) = e (- 00

oV2m 202
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Espérance mathématique

Soit X une v.a a valeurs dans (R, B(R)). On note
E[X] = J;, X(co)P(dcw).
qui est bien définie
m si X > 0 (E[X] € [0, x]).
m si X estsignée et E[|X]|] = [ |X|dP < oo

Exemple

On lance deux dés X;, X, et on calcule leur somme Y = X; + Xy,
Y €{2,3,...,12}.

E[Y] = J,XdP
_ 11 2-143:244-34+5-446-547-64+8-5+9-4+10-3+11-24+12-1 =7
= i=1 YiPi = 36 :

E[X] s’interpréte souvent comme la moyenne de la v.a X.



- Si Ikt € N* alors E[X*] s’appelle le moment d’ordre k de X.

- Le premier moment E[X] s’appelle généralement une moyenne et
se note y ou m.

- Si E[X?] < oo alors la variance de X est

var(X] = E[(X — 1)’] = E[X?] - E[X]>, = E[X?] — 4*.

A partir de ce qui précéde on a : E[X2] < E[X]2.
En utilisant les propriétés de I'espérance on peut écrire

var[aX + b] = a’var[X]
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Fonctions de répartition

Soit X une v.a réelle. La fonction de répartition de X est la fonction
Fx : R — [0, 1] définie par

Fx(t) =P(X <t)=Px(] — oo,t]), VteR.

Propriétés

La fonction Fx vérifie les propriétés suivante :
m Elle est croissante.
= Elle est continue a droite.

| XE)TOOFx(t) =0, XlinooFX(t) = Il
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Tribu engendrée par X

Soit X une v.a. a valeurs dans (E, A). La tribu engendrée par X, notée
o(X) est la plus petite tribu qui rend X mesurable.

oX)={A=X"1(B):Be A}.

Soit X une v.a a valeurs dans (E, A) et soit Y une v.a réelle.

Y esto(X)— mesurable < 3f : (E, A) — (R, B(R)) mesurable, Y = f(X)



Démonstration.

< évident (composée de fonctions mesurables).

= 1) Y est o(X)—mesurable. Supposons Y = Y ' | a;la, (étagée)
[A; € 0(X) et a; € R]. Pour chaque i on peut trouver B; € A tel que
A =X"1(B;),etona

n
Y=> oila=) IgoX=foX,
i=1

Ai

ou f :=Y it ailp, est A—mesurable.

2) Y mesurable donc limite d’'une suite de fonctions étagées! d’apres
1), pour tout n Y, = f(Xn) ou fn : E — R est mesurable. Posons pour
toutx € E

n—oo

lim fn(x) sila limite existe.
flx) = §noe .
sinon.



Indépendance des tribus

o Deux tribus F et G sur un méme espace (2 sont indépendantes si
pourtout A€ F BeGona

P(AN B) = P(A)P(B).

 Une famille de tribus (F;),.; est dite indépendante si pour tous
les A; € F, la famille d’évenements (A;),.; est indépendante.

Lancé dun dé. F; = {0,9,{1,2},{3,4,5,6}} et Fp =
{0,9,{1,3},{2,4,5,6}}. Soit A = {1,2} € F; et B= {1,3} € Fo.
OnaP(ANB) =P({1}) = § #P(A) - P(B) = 2 - 2 = 4. Donc F; et

F» ne sont pas indépendants mais dépendantes.



Définition (Indépendance de deux v.a)

Soit (Q2, F,P) un espace probabilisé et soit (E,.A) un espace
mesurable. Soit X, Y :  — E deux v.a. On dit que X et Y sont
indépendants ssi

VB1,By € F, P{X €A1} nN{Y € Ag}| =P[{X € A }|P{Y € Ag}]

Proposition

Toute suite (Xn) de v.a. est indépendante si et seulement si leur tribus
associées sont indépendantes.

®

e
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Convergences ...

Soit (Xn)n> une suite de variables aléatoires sur un méme espace
(Q,F,P).

Définition (Convergence presque sire)

On dit que X, converge vers X presque sdrement (p.s) ssi

JAe FP(A)=1LVo €A, lim Xn(w) = X(w).

et on note X, 23 X.

P(() U N{X-XI<eh) =1
k>1 m>1 m>n
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Démonstration.
Réécrire la définition comme suit

P(() U Nix—XI<eh)=1.

k>1 m>1 m>n

Définition (Convergence en probabilité)

Xn - X < lim P({|Xn — X| > €}) = 0.
n—oo

Lemma

X, 2B xox, BLx
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Démonstration.

Ona...

Définition (Convergence en LP)

On dit que X, converge vers X en LLP pour p > O si

lim E[|X, — X|P] = 0.
n—oo

Lemma

x, DLxox, Box

Proposition

Si la suite X, converge en probabilité vers X alors il existe une sous- >
suite Xn, qui converge vers X p.s.

Pr. Hamza El Mahjour Calcul Stochastique - MMA 11 mars 2022 41/54



Résumé - convergences

toujours hypothése supp.

3 sous-suite toujours

FIGURE — Implications entre les différents types de convergence des suites de
variables aléatoires.
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Lois des grands nombres



Lhistoire d’'une convergence
dangereuse!

On veut établir un résultat concernant la convergence d’une somme de

v.a.r du style
Xl +X2+...+Xn 9

n
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Lhistoire d’'une convergence
dangereuse!

On veut établir un résultat concernant la convergence d’une somme de

v.a.r du style
Xl +X2+...+Xn 9

n

C’est pourquoi nous allons petit a petit explorer cette idée !
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Somme de v.a indépendantes

Nous allons ici donner une autre caractérisation de I'indépendance
entre des variables aléatoires.

Théoreme

On dit que n variables aléatoires X;,Xs, . . . X, sont indépendantes si
la loi du n-uplet (X;,Xo, ..., Xn) est produits des lois de X;, c-a-d

P, %) =Px, ®...Px,

de plus, si f; sont des fonctions mesurables positives sur chaque

(Ei, Fi) alors
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n

B[] [ i3] = [ BIA(X0)-
i=1

i=1



Définition

Si u et v sont deux mesures de probabilité sur R? sur R4, on note u v
la mesure-image de u ® v par I'application (x, y) — x + y : pour toute
fonction mesurable positive sur R9 :

o(z)u+ v(dz) = / o(x + y)u(dx)(dy)
R4 R4 JRd

Proposition

Soient X etY deux v.a. indépendantes dans R<.
(i) Laloide X +Y estPx xPy. En particulier si X etetY sont a
densités px et py alors la loi de X + Y a une densité px * py.
(i) SIE[|X|?],E[|Y|?] < oo et si on note Kx et Ky les matrices de
covariance de X etde Y alors Kx.y = Kx + Ky. Quandd = 1
onavar(X +Y) = var(X) + var(Y).



Démonstration : (esquisse).
() On applique la définition de Px  Py.
(i) Il suffit de remarquer que X = (Xi,...,Xg) et Y = (Y1,...,Yqy)
sont indépendants implique que cov(X;, Y;) = O pour tout
i,j = 1...d. Et par bilinéarité
cov(X; + Y, Xj + Y)) = cov(X;, Xj) + cou(Y;, Y)).



Lois faibles des grands nombres

Le théoréme suivant est un résultat préliminaire sur la loi faible des
grands nombres. Il existe d’autres versions de lois faibles, mais c’est
une passerelle pour arriver a voir la loi forte des grands nombres.

Théoreme

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires non corrélées avec
E[X;] = p et var[X;] < co. SiSp = Y1 X; alors 5t converge vers u
en .2 et en probabilité.

®

S
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Lois faibles des grands nombres

Le théoréme suivant est un résultat préliminaire sur la loi faible des
grands nombres. Il existe d’autres versions de lois faibles, mais c’est
une passerelle pour arriver a voir la loi forte des grands nombres.

Théoreme

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires non corrélées avec
E[X;] = p et var[X;] < co. Si S, = Y1 X; alors St converge vers u
en .2 et en probabilité.

Avant de démontrer, nous avons besoin de :

Définition (Corrélation)

Soit X; une famille de v.a avec E[X?] < cc. On dit que la famille X;
n'est pas corrélée si E[X;X;| = E[X;|E[X;] pour chaque i # j
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Théoreme (Résultat 1 : Variance des sommes)

Soit Xi,i = 1...n (E[X?] < oo) une famille de v.a non corrélées
var(X; + ...+ X,| = var[X;| + ... + var[X,].

Démonstration

‘

- Utiliser la définition de la variance
- Ecrire le carré de la somme comme un produit et développer
- Ecrire

n i-1

var[S,| = ZE +ZZZE — i) (X5 — wj)]

i=1 j=1

Observez que E[(X; — u;)(X; — uj)] = O pour i # j. |



Proposition (Résultat 2)

var[cY] = c’var[Y]

Proposition (Résultat 3)

Si p > O et E[|X,|P] converge vers O alors X,, converge vers 0 en
proba.

Démonstration.

Remarquez que E[%] = u, donc ]E[S—n"— ] = var(®) =

# (var(Xp) + ...+ var(X,)) < % qui tend vers 0 si n tend vers
I'oco.

®) -
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Lois fortes de grands nombres

Remarque

Convergence en P ==> lois faibles ; Convergence p.s ==> lois fortes.

On introduit le théoreme de Borel-Cantelli pour obtenir une premiére
version de la loi faible des grands nombres.

Théoreme (lemme de Borel-Cantelli)
Siy 2, P(A;) < oo alors

P (ﬂ A;, infiniment souvent) =0.

i

En d’autres termes, le théoreme de Borel-Cantelli que si la somme des
probabilités d’'une suite (A; d’événement alors la probabilité qu’une
infinité d’entre eux se réalisent simultanément est nulle.



Une version de la loi forte des grands nombres (conditions
non-optimales)

Théoreme (version 1)

Soit (Xn)n>1 une de v.a.r qui sont i.i.d. SiE[X{] < oo, alors

Xl-l-...-I—Xn p-s

n n—oo

> E[X]

Preuve(esquisse).

-Onpose X{ =X; —uetS, =X; +... + X
- Supposer (sans perte de généralité) que u = 0.
- Remarquer que (E [0, X)) =E[ Y XiXiXiX]]
1<ij,k,I<n
- En fait, E [X2X)] , E [X?X;X,] et E [X:XjX.X;] sont nuls si i,j, k, 1
sont différents deux a deux.
- Chebyshev nous donne P(|S,| > ne) < E[S}]/(ne)* < C/(n%e*)
- Conclure par Borel-Cantelli. [ |




Ce théoréme aide a démontrer la loi forte des grands nombres (version
optimale)

Théoréme (Loi du tout ou rien)

Soit (Xn)n>1 Une suite de v.a a valeurs dans des espaces mesurables
quelconques. Pour tout n > 1 on définit la tribu B, = o (X, k > n).
Alors la tribu asymptotique B, = (., Bn est "grossiere" dans le sens
ouVB € Binfty, P(B)=1o0uP(B)=0/

Démonstration.

Posons D, = o(Xi,k<n). On va admettre que B,;; est
indépendante de D,, (c’est pas difficile a démontrer) Donc D,, est
indépendante de B.. Ainsi

(e.e]
VA€ | | Dn,VB€ B, P(ANB)=P(A)NP(B).

n=1



Démonstration.

Puisque (., Dn est stable par intersections finies. On conclut que
B est indépendante de |, ; Dn = o(Xn, n > 1). En particulier B
est indépendante d’elle méme!! Donc

VB € By, P(B)=P(BnB)=P(B) P(B)=PB)>.

Donc P(B) = 1 ou 0 pour tout B € B. [ |

Théoreme (Loi forte des grands nombres)

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d intégrables (de 1.')

alors
X1 + ...+ Xn p-s

n n—oo

» E[Xq].

Je ne vais pas démontrer le résultat précédent.
Voici quelques remarques ...



Supposons que nous permettons que certains E[X;] = oc.

Comment procéder ? On décompose les X; de sorte que E[X;"] = oo et
E[X;"] < co. Soit M > 0 et XM = inf(X;, M). Les v.a XM ainsi formées
sont i.i.d aussi avec E[XM] < oo pour tout i. Donc on peut appliquer la
loi forte des grands nombres ! Posons S¥ = Y"1 XM alors

SM —> E[XM]. Et par construction X < X; c'est a dire S, < SY,

donc E [XM] = I|m|nfn_><>o < liminfn_, 22. En employant le
théoréme de convergence monotone quand M — o0. Donc
EXMEXM* - EX] =
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