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Mouvement brownien et Intégrale d’Itô
Exercice 1

Soit Z une v.a.r de loi normale standard. On pose pour tout t > 0, Xt =
√

tZ. Le processus stochastique
(Xt)t>0 est à trajectoires continues et Xt ∼N (0, t). Est-ce que X est un mouvement brownien? (justifier)
[01]

Exercice 2

Soient (Bt) et (B̃t) deux M.B indépendants. Pour t > 0, on pose Yt = ρBt +
√

1−ρ2B̃t où ρ ∈ [0,1] est une
constante. Le processus (Yt) est à trajectoires continues et pour tout t > 0, Xt ∼N (0, t). Est-ce que X est
un mouvement Brownien? [02]

Exercice 3

Soit Wt un processus stochastique vérifiant les propriétés (i.1),(i.2) et (i.3) [Voir notes de cours , Chap 4 :
Intégrale d’Itô]. Prouver que Wt ne peut pas avoir des trajectoires continues
Indication H [03]

Exercice 4

Soit Xt = exp
(

σBt− σ2

2 t
)

est une martingale où (Bt) est un M.B sur un espace probabilisé filtré (Ω,F ,Ft ,P).
Montrer que (Xt) est une martingale. [04]

Exercice 5

Utiliser la formule d’Itô pour écrire chacun des processus sous sa forme standard

dXt = u(t,ω)dt + v(t,ω)dBt

1. Xt = B2
t , (Bt est 1-D)

2. Xt = 2+ t + eBt (Bt est 1-D)

3. Xt = B2
1(t)+B2

2(t) ((B1,B2) est 2-D)

4. Xt = (t0 + t,Bt) (Bt est 1-D)

[05]

Exercice 6

Soit x > 0 une constante et posons

Xt = (x1/3 +
1
3

Bt)
3; t > 0.
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Montrer que

dXt =
1
3

X
1
3 +X

2
3

t dBt ; X0 = x.

[06]
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Indication pour l’exercice 3 N

Considérez E
[(

W (N)
t −W (N)

s

)2
]

où

W (N)
t = (−N)∨ (N∧Wt), N = 1,2, . . .
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