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Espérances conditionnelles et Martingales

Exercice 1

Soient X,Y deux variables aléatoires réelles (v.a.r) intégrables sur (Q,.#,P) et 4,5 C .7 telles que
o0(¥,) = .%. Trouver des contre-exemples aux affirmations suivantes

1. EX|Y] =E[X] = X etY sont indépendantes.
2. EX|9]=0¢etEX|Z]=0 = X =0.
3. X etY sont indépendantes —> E[X|¥] et E[Y|¥] sont indépendantes.

Correction V [01]

Exercice 2

Soit (X, ),en une suite de v.a positives sur (Q, .7, P) et (.%#,),cn une suite de sous-tribus de .%. On suppose
que E[X,|.%,] converge en probabilité vers 0.

P
1. Montrer que X, —— O.
n—yo0

2. Laréciproque est-il vraie ? (Justifier)

Correction V¥V [02]

Exercice 3

! On dit que deux v.a X et Y a valeurs dans un espace (E,&) sont indépendantes conditionnellement & ¢ si
pour toutes fonctions f et g de E dans R™ mesurables

Elf(X)e(Y)[#] = E[f (X)|Z]E[g(Y)|Z].

Que signifie cecisi ¥ = {0,Q} et?sid = &7

Correction V¥V [03]

Exercice 4

Soit S, une marche aléatoire (M.A) simple symétrique sur Z et .%, = 6(S1,...,Sy).
e Montrer que les processus suivants sont des martingales.
L. (Sn)n>o0-
2. (S5 —n)nz0-
3. (83 —3nS,)n>0-

e Soit Q(X,Y) un polyndme a deux variables et montrer que (Q(Sy,7)),en est une martingale pour (Fy,)
si pour tout s,n € Z,

O(s+1,n+1)—=20(s,n)+QO(s—1,n+1)=0.

1. j’ai supprimé la deuxieéme question de cette exercice 3 ...




e Soit o € R. Trouver B € R tel que e(*5—"B) soit une martingale pour la filtration (.%,).

Correction V¥ [04]

Exercice 5

Soit .7 un temps d’arrét pour une filtration (F;,). On suppose qu’il existe € > 0 et ng € N* tels que pour tout
n=>=0,onalP(7 <n+no|l-%,) > €. Montrez que .7 est fini p.s.

Correction Vv [05]

Exercice 6

Soit (S,) une M. A simple symétrique sur Z. Soient a,b > 0. Considérons
I =inf{neN,S, = —aou S, =n}

On rappelle que .7 < o0 p.s.

1. En utilisant le fait que la M. A est une martingale et le théoreme d’arrét

a
a+b’

P({S7 =0b}) =

2. En utilisant la martingale (S2 — 1) et le théoréme d’arrét. Montrer que E[.7] = ab.

Correction V¥ [06]




Correction de ’exercice 1 A

1. Considérer X de loi uniforme sur {—2,—1,1,2} et poser Y = |X|. On voit clairement que ¥ et X sont
dépendants et par un calcul simple on trouve E[X|Y]| = E[X]

2. Soit X et Y deux variables i.i.d avec P({X = 1}) =P({X = —1}) = 1/2. On pose .# = ¢(X,Y). Soit
Z=X-Y.Onabien E[Z|X]=E[Z]Y] =0et Z#0.

3. 1l suffit de pendre X et Y deux variables suivant une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 et 4 = o(X +
Y).

Correction de I’exercice 2 A
1. Soite > 0.Pourtoutn € N,onnote A, = {® € Q,E[{X|%, > €2/2}]}. Par hypothese, ona limP(A,) =
0, donc, pour n assez grand, P(A,) < €/2. De plus E [XnﬂAg:| =E [E (X0 Fn) ILAg} < €2/2. En utili-
sant I’'inégalité de Markov, on a

P({X, > e et AL}) < <E[X,1,c] < (1/€)(€?/2) = /2.

1
€
ce qui nous permet d’écrire

P({X, > €}) <P(4,) +P({X, > eet AS})<e/2+€g/2=c¢.

Donc X,, converge en probabilité vers 0.
2. Prenez par exemple .%, = {0,Q} avec P(X, =0) = 1 — 1/n et P({X, = n*}) = 1/n.

Correction de ’exercice 3 A

. (. . R" s .
O On rappelle que deux variables aléatoires X1, X réelles (¢ R?" ) sont indépendantes ssi ,
> pour toutes fonctions f et g boréliennes on a

E[f(X1)g(X2)] = E[f(X1)]E[g(X2)].

Si¥ = {0,Q} I’égalité s’écrit, on a
Elf(X)g(Y)[{0,Q}] = E[f(X)g(Y)] = E[f(X)|{0,Q}] x E[g(Y)[{0,Q}] = E[f (X)[E[g(Y)].

pour toutes les fonctions f et g mesurables dans RT, ¢’est 4 dire que X et X, sont indépendants.
Dans le deuxieme cas ol &4 = & on aurait que f(X),g(Y) € & et f(X),g(Y) € & ce qui rend 1’égalité
triviale. Mais on ne peut rien dire sur I’'indépendance de X et Y.

Correction de ’exercice 4 A
Notons X,, = S,, — S,,—1 le pas de la M. A.

1. Ona

E[Sn+1 ’yn] — ]E[Sn +Xn+1|a§[n] — Sn —|—E[Xn+1] - Sn
2. Ona:
E[S;%H |¢6jn] = E[S;%] +2SnE[Xn+l|§n] +E[Xr%+1 |§n]
Or X,, 11 et X, sont indépendants de .%,. Donc
B[Sy 1| %a] = E[S3] + 2S:E[X 1] + E[X; -

De plus E[X,11] =0 et E[X?,,] = YxkP(X,11 = k) mais il y a une valeur possible de k c’est k =1,

le reste c’est de ensembles vides. Donc E[X?, ] = P({X,+1 = 1} U{X,41 = —1}) =P(Q) = 1. Donc
E[SZ, | Z] =Si+ 1. Alors E[SZ, | — (n+1)|Z,) =E[S2, || - E[(n+1)] =Si+1—-n—1=S; —n.

n
Donc c’est bien une martingale.



3. calcul similaire au précédent.

4. On calcule ]
E[P(Sys1,n+1)|F,) = 3 (P(Sp+1,n+1)+P(S,—1,n+1)).

11 suffit de prendre P(X + 1,n+ 1) —2P(X,n) + P(X — 1,n+ 1) = 0 pour obtenir une martingale.
5. B =In(ch()).

Correction de ’exercice 5 A

On montre par réccurence sur k que P({T > kng}) < (1 —€)¥. C’est vrai pour k = 0 ... Apres, utilisez

PAT > (k+1)no}) = E[H{TBkno}]l{T>(k+l)no}]
= E[L{z2im}PUT = k(no+ 1)} Finy)]

N

On conclut par I’hypothese de récurrence. On en déduit aisément que E[T] < o et T est p.s fini.

Correction de ’exercice 6 A

1. Soitt > 0, alors inf(.7, t) est un temps d’arrét aussi qui est borné en plus. On peut alors appliquer le
théoreme d’arrét :
]E [Sinf(y, t):| - E[S()] - 0

Et puisque .7 < oo p.s donc Sinf(7, ) converge vers S 7 presque siirement, et on a —a < Siyg(.7, 1) < b
pour tout 7. Par convergence dominée, on peut donc écrire

E[S7] = imE [Sz. )] =0.
D’autre part, en notant p = P({S» =b}),on a
0=E[S7]=(1-p)(—a)+pb.

doup=a/(a+b)

2. On applique le théoréme d’arrét sur S,% —n et au temps d’arrét .7 At. On obtient
E[7 A =E[S% ]

On va utiliser la méme procédure que la question 1 et en exploitant le résultat aussi de la premiere
question, on trouvera enfin que
b* = ab.

o AV
‘ }_a—i—b( a) +a—|—b




