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Définition

Definition
Soit E un espace Euclidien et f € End(E). Il existe un
unique endomorphisme f* € End(E) tel que :

Vx,y € E,(f(x),y) = (x, f(y))

f* est appelé I'adjoint de f.




Expression matricielle

Proposition

Soit {€;} une base orthonormée de E. Si M(f), est la
matrice de f, alors :

M(f*)e; - tM(f)e;

Démonstration.
Pour x =Y xje;, vy = > _ yie

(F(x),y) = (M(F)X)Y = XM(£)Y = (x, f*(y))

avec f* ayant pour matrice *M(f). O




Propriétés de |'adjoint

Proposition
Pour tous endomorphismes f,g et A € R :
Q ="
Q (id)" =id
Q@ (f+g)=f"+g*
Q (A\f)" = Af*
Q (fog)r=g‘of*
Q rgf* =rgf
@ detf* =detf




Définition

Definition

Soit E un espace Euclidien. Un endomorphisme

f € End(E) est une transformation orthogonale (ou
isométrie) si :

vx,y € B, (f(x), f(y)) = (x,¥)

On note O(E) I'ensemble des transformations
orthogonales.

.
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Propriétés équivalentes

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
Q Vx,y € E,{f(x),f(y)) = (x.¥)
@ Vx € £, [F(x)]| = x|
© Dans une base orthonormée, *M(f)M(f) =1

H. El Mahjour Espaces Euclidiens



Démonstration (1 < 2)

Démonstration.

(1 =2):fairex=y.
(2 = 1) : utiliser I'identité de polarisation :

(F(x), f(y)) = %(Hf(X) +EWIZ = IF G = IF)I1%)

= UG IR = IFGIP = 1))

1
= S+ yIP = X7 = lly[) = ¢x.x)




Démonstration (1 < 3)

Démonstration.
Dans une base orthonormée {e;} :

(F(x), f(y)) = (M(O)XYM(F)Y = "X M(F)M(f)Y

(x,y) = XY
Donc *tM(F)M(f) = I. ]




Propriétés des transformations

orthogonales

Proposition
Soit f une transformation orthogonale.

© Les valeurs propres de f sont 1 ou —1
Q detf =41
© f est bijective
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Démonstration (1 et 2)

Démonstration.

Soit A\ une valeur propre et v # 0 un vecteur propre :

IEWI = lAvIE = [AllIvIE = ]

Donc |A| =1, soit A = £1.
De !M(f)M(f) = I, on déduit (det f)?> = 1, donc
det f = £1.

.




Transformations orthogonales et bases

Soit f € End(E). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

@ f est une transformation orthogonale

© 1 transforme toute base orthonormée en une base
orthonormée

© /l existe une base orthonormée transformée par f en
une base orthonormée
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Groupe orthogonal

L'ensemble :
O(n,R) ={Aec M,(R) | TAA= [}

est un groupe pour la multiplication matricielle, appelé
groupe orthogonal.

Sous-groupes
e SO(n,R) ={A € O(n,R) | det A= 1} (rotations)
@ Matrices de déterminant —1 (réflexions)




Matrice de changement de base

Proposition

Soient {e;} et {e'} deux bases orthonormées de E.
La matrice de passage Pe (e} est orthogonale :

P € O(n,R)
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Exercice

Exercice

Soit A = (i Z) € My(R).

Montrer que A € O(2,R) ssi :

P+ct=1 b +d*=1,

ab+cd =0




Résumé de la séance

e Définition et propriétés de |I'endomorphisme adjoint e
Caractérisation des transformations orthogonales o
Propriétés des matrices orthogonales e Groupe
orthogonal et groupe spécial orthogonal

Prochaine séance : Etude des groupes O(2, R) et
O(3,R)
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