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Plan de |a séance

@ Sous-espaces orthogonaux

@ Projection orthogonale
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Soit (E, (-, -)) un espace Euclidien et B un sous-ensemble

de E.
L'orthogonal de B est :

B+ ={x € E|Vbec B,(x,b) =0}

Propriété
B+ est toujours un sous-espace vectoriel de E.
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Propriétés des sous-espaces orthogonaux

Proposition
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors :
Q@ dimE =dimF +dim F+

@ E=FaoFt

Q@ F'*=F
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Démonstration (1)

Démonstration.

Soit {v1,...,v,} une base de F, complétée en une base
{v1,...,v,} de E.

Soit M la matrice du produit scalaire dans cette base,
avec ajj = (vj, vj).

x =Y xv € F:ssipourtouti=1,...,p:

(vi,x E ajixj =0

C'est un systéme de p équations linéaires indépendantes,

donc dim F+ = n — p.
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Démonstration (2 et 3)

Démonstration.
F et F+ sont en somme directe car si x € F N F*, alors
(x,x) =0 donc x = 0.
Pour Ft+ = F :
@ FCF'tcarsiy € F,alorsVx € F- {y,x) =0
o dimF*=dimE —dimF- =dimF
@ Donc F = F++




Isomorphisme canonique

L 'application :

s:E—E" Cs(y):E—R
ou
y = s(y) X = (X, y)

est un isomorphisme de E sur E*.

Démonstration.

s est linéaire et injective car si s(y) = 0, alors (y,y) =0
donc y = 0.
Comme dim E = dim E*, s est un isomorphisme. ]
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Définition de la projection

Definition
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Tout x € E s'écrit
de maniére unique :

x=u+v avec ucF,veFt

On appelle u la projection orthogonale de x sur F et
on note pe(x) = u.
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Propriétés de la projection

Proposition

Soit F un sous-espace vectoriel de E et {ey, ..., e} une
base orthonormée de F.

@ Vx € E, pe(x) — x € FL et ||pr(x)| < IIx|
@ Vx € E,pr(x) = iy (x, &)e

Q propr=pr

Q Vx € E, [x — pr(x)[| = infyer [|Ix — y




Démonstration (2)

Démonstration.

: k
Soit x = > aie;+vavecv € Ft.
Pour trouver a;, calculons :

(x,e)) = (aje1 + -+ akex + v, &) = a;

Donc pge(x) = lele<x, e)e;.
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Démonstration (4)

Démonstration.

Pour tout y € F :

Ix — y|I> = [|x — pr(x) + pe(x) — y|I?
= |Ix = pr()|I* + llpe(x) — y|I?
> [|x — pe(x)]?

car x — pr(x) € F- et pe(x) —y € F.
L'égalité a lieu quand y = pr(x). O




Exemple de projection

Example

Soit F le plan de R3 d'équation x + y + z = 0.
Une base orthonormée de F est :

% € — %(1,1,—2)

La projection de x = (1,2,3) sur F est :

€ — (1,—1,0),

pr(x) = (x, er)er + (x, &) &




Application : moindres carrés

Probléeme des moindres carrés

Trouver le vecteur y dans un sous-espace F qui minimise

Ix =yl
La solution est y = pr(x).

Régression linéaire : trouver la droite qui approxime le
mieux un ensemble de points.
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Résumé de la séance

Définition des sous-espaces orthogonaux
Propriétés des orthogonaux

°
°

@ Isomorphisme entre E et son dual

@ Projection orthogonale et ses propriétés
°

Applications aux moindres carrés

Prochaine séance : Endomorphisme adjoint et groupe
orthogonal
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