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Plan de |a séance




Norme et distance

Définition
Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire
<.7 >

@ La norme est définie par ||x|| = /(x, x)

e La distance entre deux points u et v est ||[v — ul|

Propriétés
o ||Ax|| = |A|||x|| pour tout A € R
o |[x|=0<x=0
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Inégalité triangulaire

Pour tous x,y € E, on a :

Ix + yll < lIxI] + Iy

Pour démontrer cette inégalité, nous avons besoin de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.




Inégalité de Cauchy-Schwarz

Theorem
Pour tous x,y € E, on a :

(x¥)? < lIx(Plyl?

L 'égalité a lieu si et seulement si x et y sont liés.




Démonstration de Cauchy-Schwarz

Démonstration.

Si |[x|| = |ly]| =0, alors x = y = 0 et l'inégalité est vraie.
Sinon, supposons ||y|| # 0. Pour tout A € R :

Ix + Ay lI? = [Ix]I* + 2X(x, y) + X*[ly[|* > 0

Ce polynéme en X est toujours positif, donc son
discriminant est négatif

) = IxIPlyli® < 0




Cas d'égalité

Suite.

Si {x,y)% = ||x||?|ly||? alors le discriminant est nul.
Il existe donc A\ € R tel que :

Ix + Aoyl|* =0

Ainsi x + A\gy = 0, donc x et y sont liés. O




Exemple dans R?

Dans R? muni du produit scalaire canonique :

(:y) = lIxllllyll cos(8)

ou  est I'angle entre x et y.
Puisque |cos()] <1, ona:

[ 7)1 = [IxIlly Il cos(0)] < [Ix[lllyll




Démonstration de |'inégalité triangulaire

Démonstration.

Ix + y I = x> + Iy II” + 2(x, y)
< IxII” + llylI* + 2I¢x, )|
< |Ix|I> + llylI* + 2lIx|lllyll  (Cauchy-Schwarz)
= (lIxIl + llyll)>

Donc [|x + y[| < [[x[| + |yl -




Matrice d'une forme bilinéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension n, {ey,...,e,}

une base de E, et f une forme bilinéaire.
La matrice de f dans la base {¢;} est :

fle,e1) -+ f(er,en)

f(e,,., er) --- f(e,,., €n)




Expression matricielle

Pour x = > xje;, y = > yjej, on a:

Y1
f(X7y) - (Xl e 'XH)M(f)ei
Yn

Le produit scalaire canonique sur R” a pour matrice /,,.
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Exemple de matrice

Soit f : R x R3 — R définie par :
f(x,y) = xy1 + xo) + Txy3 — x1ys + 4x1y3 + 8x301

Sa matrice est :




Changement de base

Formule de changement de base
Soient {e} et {e/} deux bases de E, et P la matrice de

passage.
Alors :

M(f)er = "PM(f)e, P




Exemple de changement de base

Soit E = R?, {ey, &} la base canonique, et :
ep=—e+e&, &=e—2

Soit f définie par :

f(X,)/) = X1y1 — XoYo + 2x1)» + Xo1

M(£)e, = G —21> P= <_11 —12)

On a:




Résumé de la séance

Inégalité de Cauchy-Schwarz et ses applications
Inégalité triangulaire pour la norme

°
°
@ Représentation matricielle des formes bilinéaires
°

Changement de base pour les formes bilinéaires

Prochaine séance : Sous-espaces orthogonaux et
projections
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