
Devoir Maison
Module : Algèbre 3

AP2 (ENSAT)

Soit E = R2[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et de degré au plus 2.

Exercice 1.

1. Montrer que l’application

Φ : E × E −→ R
(P,Q) 7−→ P (1)Q(−1)

est une forme bilinéaire. Écrire la matrice de Φ dans la base canonique B = (1, X,X2).
2. Montrer que l’application

Ψ : E × E −→ R

(P,Q) 7−→
∫ 1

0

P (x)Q(x) dx

est une forme bilinéaire. Écrire la matrice de Ψ dans la base canonique B = (1, X,X2).

Exercice 2. Montrer que toute forme bilinéaire sur l’espace vectoriel K est de la forme

(x, y) 7−→ λxy avec λ ∈ K.

Exercice 4. Soit E l’espace vectoriel des matrices 2 × 2 à coefficients réels. On considère
l’application de E × E dans R définie par

Φ(A,B) = det(A+B)− det(A−B).

Montrer que Φ est une forme bilinéaire, puis calculer sa matrice relativement à la base canonique
de E.
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Exercice 5. Montrer que chacune des applications suivantes est une forme bilinéaire, cal-
culer leur matrice dans la base canonique et leur noyau à gauche.

1. n = 2 et ϕ(x, y) = x1y1 − 2x2y2.
2. n = 3 et ϕ(x, y) = x1y1 − x1y2 − x2y2 − 2x2y3 − x3y1 − 2x3y3.
3. n = 3 et ϕ(x, y) = 2x1y1 − 3x2y2 − x3y3.

Exercice 6. Sur R3, on définit l’application suivante

Φ(x, y) = x1y1 + 2x2y2 +
1

2
x3y3 − 2x1y2 − 2x2y1 + x1y3 + x3y1 − 3y2x3 − 3x2y3

où x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3) sont deux vecteurs de R3.

1. Démontrer que Φ est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. La forme Φ est-elle dégénérée ?
3. Soit H1 le plan d’équation x1 + x2 + x3 = 0. Déterminer l’orthogonal H⊥

1 de H1 respecti-
vement à Φ.

4. Soit H2 le plan d’équation 2x2+x3 = 0. Déterminer l’orthogonal H⊥
2 de H2 respectivement

à Φ.


