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CALCULATRICE NON AUTORISÉE Lundi 23 décembre 2024

1. (41/2 points) Soit G = (R∗,×) et soit H = {a+ b
√
2 : a, b ∈ Q, (a, b) ̸= (0, 0)}.

(a) Montrer que H est non-vide et que H ⊂ G.
(b) Montrer que H est un sous-groupe de G.

2. (31/2 points) Soit P (X) = X5 − 2X4 +X3 −X2 + 2X − 1 et Q(X) = X3 −X2 + 2X − 2.

En appliquant l’algorithme d’Euclide, trouver D(X) le PGCD de P et Q dans R[X].

3. (3 points) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

X4 − 4X3 + 2X − 1

X2 − 3

4. (6 points) Les deux questions suivantes sont liées.
(a) Résoudre dans C l’équation z3 = −1 et écrire les trois racines trouvées ω0, ω1 et ω3 sous la

forme algébrique.
(b) Utiliser le résultat précédent pour la décomposition en éléments simples dans C(X) de la

fraction :
−1

X3 + 1
.

5. (3 points) Soit f une application de R2 vers R2 telle que : f(x, y) = (x+y, xy). Étudier l’injectivité
et la surjectivité de cette application.


