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Sous-espaces vectoriels,familles libres et liées

Exercice 1

Dites si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces de F> :
(@) {(x1,x2,x3) €F?/x; +2x+3x3 =0}
() {(x1,x2,x3) € IF3 /x4 2xp +3x3 = 4}
(¢) {(xl,xz,xg,) €3 /x1-x0-x3 = 0}
(d {(XI,XZ,X3) e /x; = SX3}

Correction V [01]

Exercice 2

Montrer que I’ensemble des fonctions dérivables réelles sur I'intervalle | — 4,4 telles que f'(—1) = 3f(2)
est un sous-espace vectoriel de RI=44,

Correction Vv [02]

Exercice 3

Soit b € R. Montrer que 1’ensemble des fonctions réelles continues sur [0, 1] telles que fol f(t)dt = b estun
sous-espace vectoriel de RO ssi b= 0.

Correction Vv [03]

Exercice 4

Donner un exemple d’un ensemble stable pour I’addition et pour I’opposé mais qui n’est pas un sous-espace
vectoriel du R-e.v (R, +,).

Correction V¥V [04]

Exercice 5

Soient U et V deux sous-espaces vectoriels d’un F-e.v (E, +,-).
(a) Montrer que UV est toujours un ss-e.v. de E.
(b) Montrer que U|JV estunss-e.v <= U CVouV CU.

Correction V [05]

Exercice 6

Soit U le sous-ensemble de F* défini comme suit :

U={(xxyy eF, xyecF}.



Cherchez un sous-espace vectoriel W inclus dans F* t.q :

Fr=UaW

Correction V¥ [06]

Exercice 7

Supposons que {vi,v2,v3,v4} engendre un sous-espace vectoriel V. Prouver que la famille {v; —v,,v, —
Vv3,V3 — V4,4 } engendre aussi V. (071

Exercice 8

On rappelle que (C,+,-) estun F—e.vou F =R ou C. Etudiez la dépendance ou 1’indépendance linéaire
de la famille K = {1 +i,1 —i} dans le cas ou C,+,- est un R—e.v et dans le cas ou il est un C—e.v. [

Exercice 9

Soient Py(X), Py (X),...,Pn(X) des polyndmes de I’espace-vectoriel IF,,[X]. On suppose que :
vje{0,...,m} P;i(2) =0.

Montrer que la famille {Fy, ..., P, } est linéairement dépendante. 0




Correction de ’exercice 1 A
1. A= {(xl,xz,xg) €3 /x1 +2x2+3x3 = O}
(i) (0;0;0) € A alors A # 0.

(ii) Soitu = (uy,up,u3)etv = (vy,vp,v3),ona

u+v=(u;+vi;up+vy; uz+vsz) donc
up+vi+2(uy+vp) +us+ vy =uy +2up + 3us
+vi+2va+3v3
=0

(iii) Soitu e AetA €F:

Auy +2Aur +3Auz = l(ul —|—2u2—|—3u3) =0
—_———
=0

donc A est un ss-e.v de (FS, +, )

2. B={(x1,x2,x3) € F? /x| +2x5 4+ 3x3 = 4}. On remarque que (0;0;0) ¢ B donc B n’est pas un sous-
espace vectoriel de F°.

3. C={(x1,x2,x3) € F?/x1,x2,x3 = 0}. On remarque que x = (1;1;0) € Cety = (0;0;3) € Ccar 1-1-
0=0¢et0.0.3=0maisx+y=(1;1;0)+(0;0;3) = (1;1;3) ¢ C. On en déduit que C n’est pas stable
par addition donc C n’est pas un ss-e.v vectoriel de F>.

4. D= {(XI,X2,X3) e /x| = S)C3}

(i) Ona (0;0;0) € Ddonc D # &
(ii) Soientx,y€ D;ina x;+y= (x; +yx2+y21x3+y3)etS5(x3+y3) =5S5x3+5y3 =x; +y; donc
x+yeD
(iii) Soientx € Det A € F, alors Ax = (Ax,Ax2,Ax3) et SAx3 = ASx3 = Ax; donc Ax € D.
donc D est un ss-e.v de (IF3, +, )

Correction de ’exercice 2 A
Soit

V ={f:]—4,4[— R dérivables| f'(—1) =3f(2)}
(i) La fonction ® nulle de | —4,4[ vers R est dérivable at vérifie bien : 0 = @'(—1) =30(2) = 0. donc
V #£0.
(ii) Soient f,g dans V alors (f+g) (—1) = f/(—1) + g (—1) =3f(2) +3g(2) =3(f +2)(2).
Donc f+geV
(iii) SoitA €Ret feValors (Af) (—=1)=Af(—1)=A3f(2) =3-(11)(2).
Alors : Af € V donc V est un sous-e.v.

Correction de I’exercice 3 A

soit Vy = {f c %(R,R)//Olf(t)dt _ b}

e = SiVj estun ss-e.vde (¢ (R,R),+,-) alors la fonction nulle ® : x — 0 doit étre nécessairement un
élément de V), or :

1 1
/ @,dt:/ 0di=0-0=0=b.
0 0

donc forcément b = 0 (condition nécessaire)



e < Si b =0 abres : (i) La fonction mulle € V.

1 1 1
(i) Soient f,g € Vp alors / (f+g)(t)dt = / fdt +/ gdt =0.
0 0 0

donc f+4 g € V).
(iii) Soient A € Reet f € V. fol Af(t)dt=A fol fdt =0donc Af € V.
done V) ast un ss-e.v si b = 0 (condition suffisante)

Correction de ’exercice 4 A

Soit (Z,+1-), on prend k,k’ € Z. On abien k+ k' € Z et —k € Z mais sion prend A =2 c Retk=3 € Z
onal-k=+2-3¢Z. Donc, (Z +1°) n’est pas un ss-e.v de (R, +1°).

Correction de ’exercice 5 A

1. Déja démontré en cours pour I’intersection.

2. Pour I’union, I’'idée essentielle de cette démonstration se base sur la proposition suivante :

Proposition %

Soient U et V deux sous-espaces vectoriel de (E,+,-). Sixe U ety ¢ U alors x+y ¢ U

Preuve : supposons que x € U y ¢ U et soit z=x+y. On suppose que x+y=z€ U.Ona y=
Z+ (—x), puisque U est un ss-e.v donc —x € U de plus z € U. Avec le fait que U est un ss-e.v on

obtient donc que z + —x) € U donc y € U . C’est une contradiction car nous avons supposé que
eUu €U

y ¢ U. Conclusion: x+y ¢ U.
Soient U et V deux sous-espaces vectoriels.
Montrons que U CV ouV CU = U|JV estun ss-e.v

e SiUCValorsUUV =V etV estun ss-e.vdonc UJV estun sous-e.v.
e SiVCUalorsUUV =U etU estun ss-e.vdonc U|JV est un sous-e.v.

Montrons I’implication inverse : V CU — UJV estunss-ev =— U CVouV CU.
On va procéder par contradiction. Supposons que U UV est un ss-e.v mais U ¢ V et V ¢ U. Soit
xeUetx¢VetyeVetyd¢U (comme la figure ci-dessous)

Selon la proposition x et x+y ¢ V et de méme y+ x ¢ V. Donc en fait x+y ¢ U UV. Mais ceci
contredit le fait que c’est un ss-e.v. DoncV CU ou U C V.

Correction de I’exercice 6 A
U= {(x,x,y,y) eF* x,ye IF}
Prenons : W = {(O,I —x,0,z—y) € F4/x,y,z,t € IF} On a clairement U + W C F*. Montrons que F* C
U+w
Soit (x,t,y,z) € F*ona:

(X,t,y,z) = (x,x,y,y)+0,t—x,0,z—y)
—_——— N———
eU ew



donc F* CU+WetU+W CTF*c-a-d
F*=U+W

Montrons que cette somme est directe.

Soit (x1,x2,x3,x4) € UNW alors :

xi=xpetxz=xgetx;=0etx3=0

donc x; = x2 = x3 = x4 = 0 alors U NW = Op4, ce qui prouve que F*=UaW.




